
� �������	��
������������������������������� 
����! �#"����	�%$&��'
����������'��������($	�

)+*-,�.0/2143�576&8:9&9<;>=@?�6A,:.�B7;DC2BE8GFH1-IJ,:K�,�6A;L9
1
,�.�M0N(576&O+;L8PFH1@QR,�.�.�,:C

1

S:T<UWVYX[ZLT\]\^�_`T2ZD^>a�b2ZdceUfT&gih�j>ZdkmlAnolAaqpeT�rJSsptjuceUfT&g�v+nwctxA^>kyj>cd\T<\{z�T<UWcelAnoT2X:\^}|(~Ak�\l�mT
|ictVE\<T<\�v:n7ctx&^Wkyj>c�ZLTAk>ceT&g���<�<�`|(~Akm\<l�fT&g�h�ke�^>n7Zdc�noT

���+�����	�E�2�
���q�m�E���(���A�m�J���-�����m�f���¡ w¢£�@¤��w�W E�y¤&¥w�w�W�����A�m�q¦��Y�E�W¥¡§d�A��¤A�f�f�Y¢W�¨¤&�m��©<�-¦��W¦��A�mªJ«7¤A�f�£�{�A��¤
�¡��¥� E�f�£�¬��A®¡¯7�W¥���¦��Y�E�W¥L°��4�E��¢y�J�AkmlA±�j²�m�f�A E³2�J¤-�w�W E�f�A³<�W�w�£�f���+¤&¥�³<�A�m���m�E¦´�m�7¤&��³2 7¤&�y¤&��f�£�£�
�m�7¤&�+�m�w�(¯w�7¤&¥Y�w�W�D���A�m�µ���i¤4�f¦�¤&¥�¥[¶���A�f�{¤&�w�µ�f¢�¤&¥��u¶<§d�f�£�s�A�w�2·	¸���¤&¥��y�@¤&�7¤&¥�ª�¹����m�w�s�f�f�A�y¤&³<�
¢�¤&®7¤A¢W����ª��&§²�m�w�º�w�W�D���A�m�}¤&�w�{®E�f��©<���m�7¤&�����f��®²�W��§e�A�m¦�¤&�w¢£�º����¥¨¤&�m³<�W�s�m�7¤&���m�7¤&�s¦���¤A�f E�f�£�
���»¤J�y¤&�w�E�A¦{¥�ª]�¡��¥� E�f���w�W�����A�m�]�4���m�R�m�w�µ�y¤&¦���¢£�A�E�w�£¢W�m��©�����ª<·

¼q^>r�±slAk�\Aj£½�¾��W E�y¤&¥¿�w�W�����A�m�¡��°ÁÀY¢�¤&¥��u¶<§d�f�£���w�W�����A�m�¡��°oÀ��m�f�A�E³��¡��¥� E�m���A�
Â²hq|+Ã²½ÁÄ&Åw·ÇÆ2È¡·ÊÉ��

ËJÌyÍWÎtÏ²Ð&ÎdÑ�Ò¿Ó²Ô&Õ²Ì>ÑYÒ�Ó²Ô	ÍmÖ�×¡ÌuØ7ÙÛÚ¿ÑAÜ¡ÔqÝ:Ô&Ô	Ó�Ñ�ÙuÕ²Ý7ÞuÔ	Ð	Í�×Yß�Î�ÓEÍWÔ	Ó²Ù>ÔµÙuÍ>Õ²àÁá»à²Õ²Ì>ÎtÓ²â�ÍWÚ²ÔµÒdÑYÙyÍ
à²Ô&Ð&ÑYà²Ô	Ù&ãwä`Ñ�Î�Ó²Ò¨á}Ý:Ô&Ð&ÑYÕ²Ù>Ô�ÍWÚÁÔ&Î�ÌºÑ�å²å²Ò�ÎtÐAÑ�Í>Î�×¡ÓÁÙ�ÍW×�Ý:×YÍWÚ#ä`ÑÍWÚ²Ô	ä`Ñ�Í>Î�Ð&ÑYÒoä#×7à²Ô&ÒtÒ�Î�ÓÁâJ×Yß
Ý²Î�×YÒ�×¡â¡ÎtÐAÑYÒ¿ÓÁÔ&ÌuÜY×¡Õ²Ù�Ùuá7ÙyÍWÔ&ä#ÙµÑYÓ²à�ÑYÌyÍWÎ¨Ï¿Ð&Î�ÑYÒ+ÎtÓEÍWÔ&ÒtÒ�Îtâ¡Ô&Ó²Ð	ÔYæwËçÐ&×YÌ>Ó²Ô	Ì>ÙuÍ>×¡Ó²Ô{ÎtÓ�ÍWÚ²Ô{à²Ô�è
Ü¡Ô	Ò�×¡å²ä#Ô&ÓEÍ�×�ß�Ñ�ÌuÍWÎ¨Ï¿Ð&Î�ÑYÒ:Ó²Ô&Õ²Ì>ÑYÒiÓÁÔ	ÍmÖ�×¡Ì>ØwÙ�Ö�ÑYÙ�Í>Ú²ÔJÖ�×¡Ì>Ø»ÝEá�é×¡åoÏ¿Ô&Òtàëê¨ì&í+Ö�Ú²Ô&ÌuÔ{Ú²Ô
Ù>Ú²×2Ö�Ô&à�ã7ÍWÚ²Ìu×¡Õ²â¡Ú�Ñ�Ü¡Ô	Ìuá»Ù>Îtä»å²ÒtÎtÏ¿Ô	àRä»×7à²Ô&Ò�ãEÚ²×2Öîà²Î�ÙyÍWÌuÎ�Ý²ÕÁÍ>Ô&à`ÑYÙ>Ùu×oÐ	ÎdÑ�Í>ÎtÜ¡Ôµä#Ô&ä#×¡Ìuá
ÐAÑYÓïÔ&ä#Ô&Ì>âYÔ}ÑYÙµÍWÚ²Ô�Ì>Ô	Ù>Õ²Ò¨Íq×Yßµð%ñ�Ñ»Ó²×¡ÓïÒ�Î�ÓÁÔAÑYÌ�Õ²Ó²Î¨Ü¡Ô	Ì>ÙWÑ�Ò�Ó²Ô	Õ²ÌWÑ�Ò�àÁá7Ó¿Ñ�ä»ÎtÐ&ÙÑYÓ²àóòyñ
Ñôå²ÒdÑ�ÙuÍWÎtÐ»ÓÁÔ	ÍmÖ�×¡Ì>ØP×�ß�Ùuá7Ó¿ÑYåÁÍ>Î�Ð�ÎtÓwÍ>Ô&Ì>ÑYÐ	Í>Î�×¡Ó²Ù	æ�ËÒtÍ>Ú²×¡Õ²â¡ÚGÚ²Î�â¡ÚÁÒtáHÕ²Ó²ÌuÔAÑYÒtÎ�ÙuÍ>Î�ÐRßLÌ>×¡ä
ÍWÚ²ÔïÝ²Î�×¡Òt×¡â¡ÎtÐAÑYÒ�å:×¡ÎtÓwÍ`×YßqÜ7Î�Ô%Ö�ã�Í>Ú²Ôöõ�÷£ø<ù�ú%û¨üþý`÷&ü7ú%û�Ö�ÑYÙ�Ñ�Ý²Ò�Ô�ÍW×PÔ	äÿÕ²Ò�Ñ�ÍWÔ Ù>×¡ä#Ô
ÑYÙ>Ùu×oÐ	ÎdÑ�Í>ÎtÜYÔ�å²Ì>×7Ð&Ô	Ù>Ù>Ô	Ù`Õ²ÙuÔ&à Ýwá�Ñ�Ó²Î�ä»ÑYÒ�Ù�Ö�Ú²Ô&Ó ÙuÍ>×¡Ì>ÎtÓ²âHÑYÓ²à�Ì>Ô	Í>Ì>ÎtÔ	Ü7Î�Ó²â ÎtÓÁßL×¡Ìuä`Ñè
ÍWÎt×¡Ó�æ � ×YÌ>Ô&×2ÜYÔ&Ì&ã�Î¨Í�Ò�Î�ÓÁØYÔ&à�Í>Ú²Î�Ù�Ï¿Ô	Ò�à ÑYÓ²à�ÍWÚ²Ô�ÙyÍ£Ñ�Í>Î�ÙuÍ>Î�Ð&ÑYÒiä#Ô&Ð£Ú¿Ñ�Ó²Î�Ð	Ùµ×�ß�à²ÎtÙ>×¡Ìuà²Ô&ÌuÔ&à
ä`Ñ�â¡Ó²Ô	Í>Î�ÐqÙyá7ÙuÍWÔ	ä»Ù	æ

� Î�ÓÁÐ&Ô�ÍWÚ²Ô	Ó�ãwÙ>Ô	ÜYÔ&Ì>ÑYÒ+ä#×7à²ÎtÏ¿Ð&Ñ�ÍWÎt×¡Ó²Ù4×Yß+ÍWÚ²Ôé×YåÁÏ¿Ô&Òtà»ä#×7à²Ô&Ò¿Ú¿ÑAÜYÔJÝ:Ô&Ô&Ó»å²Ì>×Yå+×¡ÙuÔ&à»Î�Ó
×¡Ì>àÁÔ&Ì�ÍW×#Ô&Ó²à²×2Ö Î¨ÍµÖ�Î¨ÍWÚ�Ù>×¡ä#Ô�Ý²Î�×YÒ�×¡â¡ÎtÐAÑYÒ:ßLÔAÑ�Í>Õ²Ì>Ô	Ù&ã:ÑYÓ²à ä`Ñ�Ówá�×�ß�ÍWÚÁÔ&Ù>Ô�ä»×7à²Î¨Ï¿ÐAÑè
ÍWÎt×¡Ó²Ù�Ð	×¡Ó²Ð&Ô	Ì>Ó²Ô	à Í>Ú²Ô ÙuÍ>Ì>Õ²Ð%ÍWÕ²ÌuÔH×�ß�Í>Ú²Ô Õ²Ó²àÁÔ&Ì>Ò¨á7Î�Ó²âþÐ	×¡Ó²Ó²Ô	Ð	ÍWÎ¨Ü7ÎtÍmá ÓÁÔ	ÍmÖ�×¡Ì>Ø�æ���Ú²Ô
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é×¡åoÏ¿Ô&Òtà ä#×oà²Ô	Ò�ÑYÙ>ÙuÕ²ä»Ô	à ÍWÚ²Ñ�Í ÑYÒtÒqÍWÚ²ÔöÓ²Ô&ÕÁÌ>×¡Ó²ÙôÑYÌ>ÔëßLÕ²Ò�Ò¨á ÑYÓ²à Ùuá7ä»ä#Ô	Í>Ì>ÎtÐAÑYÒtÒtá
Ð&×¡ÓÁÓ²Ô&Ð%ÍWÔ&àiã-ÍmÖÛ×ëÝ²Ît×¡Ò�×¡âYÎ�ÐAÑ�Ò�ÒtáïÕ²Ó²à²Ô	Ù>ÎtÌ>Ô&àþßLÔ&Ñ�ÍWÕ²ÌuÔ&ÙÿÍ>Ú¿Ñ�Í]ä»ÑYØYÔ�Í>Ú²Ô�ä#×oàÁÔ&Ò�Ñ�Ó¿ÑYÒtáwÍyè
Î�Ð&ÑYÒ�Ò¨á Í>ÌWÑYÐ%Í£ÑYÝ²ÒtÔYæ ��ÚÁÔöä#Ô&ä#×¡Ìuá´Ò�×EÑ�à ×Yß}Í>Ú²ÔëÙuá7ÙuÍ>Ô&ä�ãµàÁÔ	Ï¿Ó²Ô	à0ÑYÙ�Í>Ú²ÔöÌ>Ñ�ÍWÎt×þÝ+Ô�è
ÍmÖÛÔ	Ô&Ó ÍWÚ²Ô ÓwÕ²äÿÝ:Ô&Ì�×Yß�ÙyÍW×¡ÌuÔ&à Ý²ÎtÍ>Ù�ÑYÓ²à ÍWÚ²ÔôÍ>×YÍ£Ñ�ÒqÓwÕ²äÿÝ:Ô&Ì�×Yß�Ùuá7Ó¿ÑYåÁÙ>Ô&Ù�Î�Ó Í>Ú²Ô
Ó²Ô	ÍmÖ�×¡ÌuØ

α = pN

N(N−1)
∼ p

N

å²Ì>Ô	Ù>Ô&ÓEÍ>Ù&ãißL×¡ÌµÕ²Ó²Ð	×¡Ì>ÌuÔ&Ò�Ñ�ÍWÔ	àïå¿Ñ�ÍuÍWÔ	Ì>Ó²Ù	ãiÑ#Ð&Ì>Î¨ÍWÎtÐAÑYÒ�Ü�ÑYÒtÕ²Ô
αc ≈ 0.138

ã�Ñ�Ý+×2Ü¡Ô»Ö�Ú²Î�Ð£ÚGÍ>Ú²Ô�Ó²Ô%ÍmÖÛ×YÌ>ØGÐ&ÑYÓ²Ó²×�ÍÿÒ�×YÓ²â¡Ô&Ì�Ì>Ô	Ð&×2Ü¡Ô	ÌÿÍWÚ²Ô`ÙuÍW×YÌ>Ô&àGå¿Ñ�Íuè
ÍWÔ	Ì>Ó²Ù	æ � Ô&ÌuÌ>Îtà¿ÑÁã���ÑYÌ>àÁÓ²Ô&Ì�Ñ�Ó²à��iÎ�å²å:Ô&ÒtÎ�Õ²ÙJê��<í�å²ÌuÔ&Ù>Ô	ÓEÍWÔ&àïÑYÓ�Õ²Ò¨ÍWÌWÑ	�7à²Î�ÒtÕÁÍWÔ	à�éµ×¡åÁÏ¿Ô	Ò�à
ä»×7à²Ô	Ò�
DÚ²Ô	Ì>Ô&Ñ�ßeÍWÔ	Ì]Ì>Ô	ßLÔ	Ì>ÌuÔ&à ÑYÙ � ���îÓ²Ô%ÍmÖÛ×YÌ>Ø�%ã4Ö�Ú²Ô	Ì>Ô�Ô	ÜYÔ&ÌuáóÓÁ×oà²Ô�ÎtÙ]Ð&×¡ÓÁÓ²Ô&Ð%ÍWÔ&à
ÑYÙuá7ä#ä»Ô%ÍWÌuÎ�ÐAÑ�Ò�ÒtáGÍW×�ÞuÕ²ÙyÍ

C
×YÍWÚ²Ô	Ì�ÌWÑ�Ó²à²×¡ä Ð£Ú²×¡ÙuÔ&ÓîÓ²×7à²Ô&Ù	ã�Ö�Î¨ÍWÚ

C � ln N
æ��mÓ

ÍWÚ²ÎtÙ�Ð&ÑYÙ>Ô�ã�Í>Ú²Ô`ÙyÍW×¡Ì>ÑYâ¡Ô#å¿ÑYÌWÑ�ä»Ô%ÍWÔ&Ì
α
Í£ÑYØ�Ô&Ù}Í>Ú²Ô»ßL×¡Ìuä

α = pN/CN = p/C
ÑYÓ²à

ÎtÍ>ÙJÐ&ÌuÎtÍ>Î�ÐAÑ�Ò�Ü�ÑYÒtÕ²Ô}ÎtÓ²Ð&ÌuÔAÑYÙuÔ&ÙqÍ>×
2/π

æ��mÓ ×YÍ>Ú²Ô&ÌÖÛ×¡Ìuà²Ù&ãiÓ²×YÍq×YÓ²Òtá ÑYÙuÙ>×7Ð&ÎdÑÍWÎtÜYÔ}ä#Ô&ä]è
×¡ÌuáïÑYå²å:ÔAÑ�Ì>Ù�ÑYÙ{Ñ�Ìu×¡Ý²Õ²ÙyÍ{å²Ìu×¡å+Ô	ÌuÍmáôÑYâEÑYÎtÓ²ÙuÍJà²Î�ÒtÕÁÍWÎt×¡ÓôÑYÓÁàëÑYÙuá7ä#ä»Ô%ÍWÌuáYãiÝ²ÕoÍqÍWÚ²×YÙ>Ô
å²Ì>×Yå+Ô	ÌuÍWÎtÔ&Ù�Î�ä#å²Ì>×2Ü¡ÔÎtÍ&æ���Ñ�Í>Ô&Ì�×¡Ó�ã7ËJÌ>Ô	Ó��&×YÓ�ÑYÓ²à��(Ô&ä#ØYÔÿê���í+Ù>ÚÁ×<Ö�Ô&àiãÁÍWÚ²Ìu×¡Õ²â¡Ú»Ü¡Ô&Ìyá
Ô��7ÍWÔ	Ó²Ù>Î¨Ü¡Ô�ÓwÕ²ä#Ô&Ì>ÎtÐAÑYÒ:Ù>ÎtäÿÕ²Ò�Ñ�ÍWÎt×¡Ó²Ù&ã¡Í>Ú¿Ñ�Í�ÍWÚ²ÎtÙÛÎ�ä#å²Ìu×<ÜYÔ&ä#Ô&ÓEÍ�ÑYÐ%ÍWÕ¿Ñ�Ò�ÒtáRÚÁ×¡Ò�à²Ù@ßL×¡Ì�Í>Ú²Ô
ä»×YÌ>Ô{Ì>Ô&ÑYÒ�ÎtÙuÍ>Î�ÐqÑ�Ó²à�ßLÔ&ÑYÙ>ÎtÝ²Ò�Ô{Ð&ÑYÙ>Ô

C � N
æ

� ×¡ÓEÍWÔ	äÿÕ²ÌuÌ>×óÑYÓ²à ��ÑYä»ÑYÌuÎtÍ ê���íJå²ÌuÔ&ÙuÔ&ÓEÍWÔ	à ÑGä#×7à²ÎtÏ¿Ð&Ñ�ÍWÎt×¡Ó�×YßqÍWÚÁÔôÕ²ÒtÍ>ÌWÑ��wà²Î�ÒtÕÁÍWÔ	à
ä»×7à²Ô	Ò�
DÚ²Ô	Ì>Ô&Ñ�ßeÍWÔ	Ì#ÌuÔ	ßLÔ	Ì>Ì>Ô	à ÑYÙ � � Ó²Ô	ÍmÖ�×¡ÌuØ�]Î�ÓþÖ�Ú²ÎtÐ£Ú�Í>Ú²Ô�Ùuá7Ó¿ÑYåÁÙ>Ô&Ù»×YßJÑYÓ ÎtÓ²Î¨è
ÍWÎ�ÑYÒ�Ò¨áJßLÕ²ÒtÒtá{Ð	×¡Ó²Ó²Ô	Ð	ÍWÔ	à]Ó²Ô	ÍmÖ�×¡ÌuØ}ÑYÌuÔÛÌuÔ&ä#×<ÜYÔ&àÿÙyá7ÙuÍWÔ	ä`ÑÍWÎ�Ð&ÑYÒ�Ò¨áqÍWÚÁÌ>×¡Õ²âYÚÿÑYÓÿÔ��7ÍWÌ>Ô	ä`Ñ�Ò
å²Ì>ÕÁÓ²Î�Ó²â ÙuÍ>ÌWÑ�Í>Ô&âYáYæ �¿×¡Ì�Ô	ÜYÔ&Ìuá Ó²×7à²ÔG×Yß}ÍWÚ²ÔöÓ²Ô	ÍmÖ�×¡Ì>Ø�ã{Ñ�Ò�Ò{Ý²ÕÁÍ ÍWÚ²Ô

C
ÙyÍWÌu×¡Ó²â¡Ô	ÙuÍ

Ùuá7Ó¿ÑYåÁÙ>Ô&ÙôÑYÌ>ÔHÌ>Ô	ä»×2Ü¡Ô	à�ã�Ö�Ú²Ô&ÌuÔGÙyÍWÌ>×YÓ²â¡Ô&ÙyÍïÌuÔ	ßLÔ	Ì>Ù Í>×�Í>Ú²ÔöÑYÝ²Ù>×YÒ�ÕÁÍ>ÔëÜ�ÑYÒtÕ²Ôë×Yß}Í>Ú²Ô
Ùuá7Ó¿ÑYåoÍWÎ�ÐÖÛÔ	Î�â¡ÚEÍWÙ	æL��Ú²Ô%á�ÙuÚ²×2ÖÛÔ	à�Í>Ú¿Ñ�ÍAã7Ô	ÜYÔ&Ó�Î�Ó#ÍWÚ²ÔqÒtÔ&ÙuÙ�Ì>Ô	ÙuÍWÌuÎ�Ð%ÍWÎtÜYÔqÒ�Îtä»Î¨Í

C � N
ã

αc

à²Î¨Ü¡Ô	Ì>â¡Ô	ÙqÒ�×¡â¡ÑYÌ>Î¨ÍWÚ²ä#Î�Ð&ÑYÒ�Ò¨á»Ö�Î¨ÍWÚ
N

Ñ�Ó²àôÍWÚ²Ô	Ì>Ô%ßL×¡Ì>Ô}Í>Ú²Ô]ÙuÍ>×¡ÌWÑ�â¡ÔÿÐAÑ�å¿ÑYÐ&Î¨Ímáï×�ß4ÍWÚ²Ô
Ó²Ô	ÍmÖ�×¡ÌuØ Ó²Ô	ÜYÔ&Ì�à²Î�Ù>ÑYå²å:ÔAÑYÌuÙ�ÎtÓ ÍWÚ²ÔRÒ�Îtä»Î¨Í

N → ∞
æG��Ú²Î�Ù{ÙuÚ²×2Ö�Ù�Í>Ú¿Ñ�Í�ÍWÚ²ÔRÙyÍW×¡Ì>ÑYâ¡Ô

ÐAÑYå²ÑYÐ&Î¨Ímáë×Yß�Ñ�Ó²Ô&Õ²Ì>ÑYÒ@Ó²Ô	ÍmÖ�×¡Ì>ØëÐ&ÑYÓPÝ:Ô»Ú²Îtâ¡Ú²Ò¨á Î�ä#å²Ì>×2ÜYÔ&àHÝwáHÐ	×¡Ì>ÌuÔ&ÒdÑÍWÎ�ÓÁâ�Í>Ú²Ô`ÕÁÓoè
à²Ô&ÌuÒtá7Î�ÓÁâ]Ð&×¡Ó²ÓÁÔ&Ð	Í>ÎtÜ7ÎtÍmá`×Yß�ÍWÚ²Ô�Ó²×7à²Ô	Ù�ÍW×ÿÍWÚÁÔ�Ùyá7Ó¿ÑYåÁÍ>Î�ÐqÖ�Ô&Î�âYÚwÍ>Ù&ã¿×¡ÌÛÔ"!wÕ²ÎtÜ�ÑYÒtÔ&ÓEÍWÒ¨á¡ã7ÍW×
ÍWÚ²Ô�ÑYÐ%ÍWÎ¨ÜoÎ¨Ímá�×YßsÍWÚÁÔ�ÓÁÔ	ÍmÖ�×¡Ì>Ø�Õ²ÓÁà²Ô&Ì�Ö�×¡Ì>ØwÎ�ÓÁâ»Ð	×¡Ó²à²Î¨ÍWÎ�×YÓ²Ù&æ

# ×YÍ>ÚRÍ>Ú²ÔµÑYÝ:×<ÜYÔ�ä»Ô	ÓEÍWÎ�×YÓ²Ô&àRä#×oà²Ô	Ò�Ù$
 � ����ÑYÓÁà � �%4ÒtÔAÑYàÁÙ-ÍW×�ÑYÓRÕ²Ó²àÁÔ&Ì>Ò¨á7Î�Ó²â�Ð&×YÓoè
Ó²Ô&Ð%ÍWÎ¨ÜoÎ¨Ímá�Ó²Ô%ÍmÖÛ×YÌ>Ø`Ö�Ú²ÎtÐ£Ú�Î�Ù�ÑÿßLÕ²ÒtÒtá#ÌWÑ�Ó²à²×¡ä â¡ÌWÑ�å²Ú�æ²éµ×2ÖÛÔ%Ü¡Ô&Ì	ã�ÎtÍ�Ú²ÑYÙ�Ý+Ô	Ô&Ó�Ù>ÚÁ×<Ö�Ó
Î�ÓôÍ>Ú²Ô]ÒdÑYÙyÍJáYÔAÑYÌuÙ�Í>Ú¿Ñ�Í{ÓÁÔ	ÍmÖ�×¡Ì>ØwÙ�×Yß@Î�ÓEÍWÔ	ÌWÑYÐ%ÍWÎ�ÓÁâ�Ô&ÓEÍWÎ¨ÍWÎtÔ&Ù{ÑYåÁå+Ô&ÑYÌ>ÎtÓ²â�Î�Ó ÝÁÎ�×¡Òt×¡â¡Î�Ð&ÑYÒ
Ùuá7ÙuÍ>Ô&ä#Ù�ÑYÌ>ÔÓ²×YÍÛÌWÑYÓ²àÁ×¡ä ãwÝ²ÕoÍ�à²ÎtÙ>å²Ò�Ñ2á#Ð	×¡ä»åÁÒ�Ô��#åÁÌ>×¡å:Ô&ÌyÍWÎ�Ô	Ù&ã7Ù>Õ²Ð£Ú�Õ²ÙÛÙ>ä»ÑYÒ�Ò&�wÖÛ×YÌ>Ò�à
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±1Ö�ÎtÍ>Ú Ô3!wÕ¿ÑYÒ�å²Ì>×YÝ¿ÑYÝ²ÎtÒ�ÎtÍmáYæ � Ó²Ð	Ô ÍWÚ²ÔHÎ�Ó²Î¨ÍWÎ�ÑYÒ�Ó²Ô	Í�Ú¿ÑYÙ�Ý:Ô&Ô	Ó Ð&×YÓ²ÙuÍ>Ì>Õ²Ð%ÍWÔ&àiã�Ö�ÔöÑYà²à

Ù>Ô3!7ÕÁÔ&ÓEÍWÎ�ÑYÒ�Ò¨áPÓ²Ô%Ö Ó²Ô&ÕÁÌ>×¡Ó²Ù#ÑYÓÁà Ð	×¡Ó²Ó²Ô	Ð	Í»ÔAÑYÐ£Ú�×YßµÍWÚ²Ô	ä ÍW×
C
×YßµÍWÚ²Ô�å²ÌuÔ	Ü7Î�×¡ÕÁÙ>Òtá

Ô��oÎ�ÙyÍWÎtÓ²â�ÓÁÔ&Õ²Ìu×¡Ó²Ù&ã7Î�Ó#Ù>ÕÁÐ£Ú�Ñ�ÖÛÑAá#Í>Ú¿Ñ�ÍºÍWÚÁÔJå²Ìu×¡Ý¿ÑYÝ²ÎtÒ�Î¨Ímá}×Yß�Ò�Î�ÓÁØ7ÎtÓ²âqÍWÚÁÔÓ²Ô%ÖîÓ²Ô&ÕÁÌ>×¡Ó
ÍW×#ÑRå²Ì>Ô	Ô��oÎ�ÙyÍWÎ�ÓÁâ#ÓÁÔ&Õ²Ìu×¡Ó

i
ÎtÙ�â¡ÎtÜYÔ&Ó�ÝEá

Πi(t) =

∑
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ÎtÙ@Í>Ú²ÔqÐ&×YÓ²Ó²Ô&Ð%ÍWÎ¨ÜoÎ¨Ímá#×Yß�Ó²Ô&ÕÁÌ>×¡Ó
i
ÑYÓ²à

Ei

ÎtÙ�Í>Ú²ÔÍ>×YÍ£ÑYÒ:ÓwÕ²äÿÝ:Ô&Ì�×Yß(Ô��oÎtÙuÍWÎtÓ²â
Ùuá7Ó¿ÑYåÁÙ>Î�ÙsÝ:Ô	ÍmÖ�Ô&Ô&Ó]Î¨ÍWÙ�à²ÎtÌ>Ô&Ð%ÍsÓ²Ô&Îtâ¡ÚwÝ+×¡ÌuÙ&æ���Ú²Ô@â¡Òt×¡Ý¿ÑYÒ¡Ð	Ò�Õ²ÙyÍWÔ	Ì>Î�ÓÁâÐ	×oÔ �»Ð	Î�Ô	ÓwÍ

c
Î�Ù(Í>Ú²Ô&Ó

ÍWÚ²Ô`ÑAÜ¡Ô&Ì>ÑYâ¡Ô»×Yß�ÑYÒtÒ-ÍWÚ²Ô#Ð&ÒtÕ²ÙuÍ>Ô&Ì>ÎtÓ²âïÐ	×oÔ �#Ð&Î�Ô	ÓEÍWÙ}×�ß�ÍWÚ²Ô»Ó²Ô	ÍmÖ�×¡ÌuØ:æ:��×Yå+×¡Òt×¡â¡ÎtÐAÑYÒtÒtá¡ã+Ñ
Ú²Î�âYÚ Ü�ÑYÒ�ÕÁÔ�×Yß

c
ÎtÓ²à²Î�Ð&Ñ�ÍWÔ	ÙJÑ#ÍWÔ&ÓÁà²Ô&Ó²Ð%á Í>×`ßL×¡Ìuä ÍWÌ>Î�ÑYÓ²â¡ÒtÔ&Ù 
DÓ²×�ÍWÔ�Í>Ú¿Ñ�ÍÎ�Ó ×¡Õ²ÌJÐ&ÑYÙ>Ô�ã

c
à²×7Ô&ÙqÓÁ×YÍ{Í£ÑYØ�Ô]Î�ÓEÍW×�Ñ�Ð&Ð&×YÕ²ÓEÍ{ÍWÚ²ÔÿÖ�Ô&Îtâ¡ÚEÍ�×YßºÍWÚ²Ô]ÙyáoÓ²ÑYå²Ù>ÎtÙ �æ �GÔ]Ú²Ñ2ÜYÔRä»Ô&ÑYÙ>Õ²ÌuÔ&à

ÍWÚ²Ô{ä#ÔAÑ�Ó�Ð&Ò�ÕÁÙuÍWÔ	Ì�Ð&×7Ô��#Ð	Î�Ô&ÓEÍ�×Yß�Í>Ú²ÔqÏ¿Ó¿ÑYÒ+Ó²Ô&ÕÁÌWÑYÒ�ÓÁÔ	ÍmÖ�×¡Ì>Ø�ÙyÍ£ÑYÌyÍWÎtÓ²âÿÖ�ÎtÍ>Ú�à²Î.-+Ô&ÌuÔ&ÓEÍ
Î�Ó²Î¨ÍWÎ�ÑYÒ-Ù>Î.�&Ô	ÙÿÑYÓ²àGà²Î.-+Ô&ÌuÔ&ÓEÍÿÓwÕ²äÿÝ:Ô&ÌuÙÿ×Yß�ÙyÍW×¡ÌuÔ&àPä#Ô&ä#×¡ÌuÎ�Ô&Ù	æ5�mÓþÑYÒ�Ò4Í>Ú²Ô&ÙuÔ�ÐAÑYÙuÔ&Ù}Ö�Ô
Ú¿ÑAÜ¡Ô`ÜYÔ&ÌuÎtÏ¿Ô	àGÍWÚ¿ÑÍ�Í>Ú²Ô»Ð	Ò�Õ²ÙyÍWÔ	Ì}Ð&×7Ô��#Ð	Î�Ô&ÓEÍ}Î�Ù�Ð&Òt×¡Ù>Ô#ÍW×

c = 5.2 × 10−2
ã(Ö�Ú²Î�Ð£ÚPÎtÙ

ÑYÒ�ä#×¡ÙyÍ-ÍmÖ�Î�Ð	Ô�Í>Ú²Ô�Ð&ÒtÕ²ÙuÍ>Ô&Ì4Ð&×7Ô��#Ð	Î�Ô&ÓEÍ�Ð&×¡ÌuÌ>Ô	Ù>å:×¡Ó²à²ÎtÓ²â{ÍW×�Ñ{Ó²×¡Ó �7àÁÎ�Ì>Ô	Ð	Í>Ô&à # ÑYÌWÑ�Ý��YÙ>Î&�
ËJÒtÝ+Ô	ÌuÍ�Ó²Ô%ÍmÖÛ×¡ÌuØ�æ

��Ú²Ôïý`ú>ð��ôøÁð����öû�ú��������
l
Ý:Ô	ÍmÖ�Ô&Ô	ÓþÍmÖÛ×ôÓÁ×oà²Ô	Ù&ãsà²Ô	Ï²Ó²Ô&àóÑYÙ�ÍWÚ²Ô»ÓwÕ²äÿÝ:Ô&Ì}×�ß�Ô&à²âYÔ&Ù

ÑYÒ�×YÓ²âqÍWÚ²Ô�ÙuÚ²×¡ÌuÍ>Ô&ÙyÍÛå¿ÑÍWÚ#Ð&×¡Ó²ÓÁÔ&Ð	Í>Î�Ó²â{Í>Ú²Ô&ä�ãEÎ�ÙºÑYÓÁ×YÍWÚ²Ô	ÌºÌ>Ô&ÒtÔ	Ü�ÑYÓEÍ4ÍW×Yå+×¡Òt×¡â¡ÎtÐAÑYÒ7å²Ì>×Yåoè
Ô&ÌyÍmá`×Yß(Ñ}â¡ÌWÑ�å²Ú�ãoÑYÓ²à�ÎtÓ`å¿ÑYÌyÍWÎtÐ&Õ²Ò�ÑYÌ4ßL×¡Ì�ÙuÐAÑYÒtÔ��wßLÌuÔ&ÔÓ²Ô	Í>ÙÛÍWÚ²ÔÜYÑ�Ò�Õ²Ôµ×Yß

l
Î�Ù�Ì>Ô	ÒdÑ�Í>ÎtÜ¡Ô	Òtá

Ù>ä»ÑYÒ�Ò�ã<â¡Ì>×2Ö�Î�ÓÁâqÒ�×¡â¡ÑYÌ>Î¨ÍWÚ²ä#Î�Ð&ÑYÒ�Ò¨áJÑ�Ù�ÍWÚ²Ô	Î�Ì�Ù>Î �	Ô&Ù4ÎtÓ²Ð&ÌuÔAÑYÙuÔ&Ù&æ��GÔ�Ú²Ñ2ÜYÔ�ÐAÑYÒtÐ&Õ²Ò�Ñ�ÍWÔ	à
l
ßL×¡Ì

à²Î.-+Ô&ÌuÔ&ÓEÍ�Ü�ÑYÒ�Õ²Ô	Ù�×Yß�Í>Ú²Ô�å¿ÑYÌ>ÑYä»Ô%ÍWÔ	Ì>Ù&ã²Ï²Ó²à²Î�ÓÁâ»ÎtÓ Ñ�Ò�Ò+Í>Ú²Ô�ÐAÑYÙuÔ&Ù�ÍWÚ¿Ñ�ÍµÎtÙ�×Yß�Í>Ú²Ô�×¡Ì>à²Ô	Ì
×¡ÌqÙuä`ÑYÒtÒ�Ô	ÌµÍ>Ú¿ÑYÓëÙ>Î �iãiÑYÓ²à ÍWÚ²Ñ�Í{ÎtÍJà²Ô&Ð	Ì>Ô&ÑYÙ>Ô	Ù}ÑYÙqÍ>Ú²ÔÿÐ	×¡Ó²Ó²Ô	Ð	ÍWÎ¨Ü7ÎtÍmáô×�ß@Í>Ú²Ô]Ó²Ô%ÍmÖÛ×¡ÌuØ
C
ÎtÓ²Ð&ÌuÔAÑYÙuÔ&Ù&æL��Ú²Ô{ÒdÑYÌuâ¡ÔJÐ	Ò�Õ²ÙyÍWÔ	Ì>Î�ÓÁâÿÐ&×7Ô��#Ð&ÎtÔ&ÓEÍ

c
ÍW×¡â¡Ô%ÍWÚ²Ô	ÌÛÖ�ÎtÍ>Ú�ÍWÚ²ÔJÙ>ä»ÑYÒ�Ò+ÑAÜ¡Ô&Ì>ÑYâ¡Ô

å¿Ñ�Í>Ú ÒtÔ&Ó²âYÍ>Ú
l
Ð&×YÓÁÏ¿Ì>ä Í>Ú²Ô�Ù>ä»ÑYÒ�Ò:ÖÛ×YÌ>Ò�à�Ð£Ú¿Ñ�ÌWÑYÐ%ÍWÔ&Ì�×YßsÍWÚÁÔ�ÓÁÔ	ÍmÖ�×¡Ì>Ø�æ

	Ô��oÍÖÛÔ}å²Ì>Ô	Ù>Ô&ÓEÍ�Ñ#ÓwÕ²ä»Ô	Ì>ÎtÐAÑYÒ�ÙuÍ>Õ²àÁá�×Yß-Í>Ú²Ô}ÙyÍW×¡Ì>ÑYâ¡Ô�ÐAÑYå¿Ñ�Ð&ÎtÍmá�×�ß-ÍWÚ²Ô�Ó²Ô&ÕÁÌWÑYÒsÓ²Ô	Íyè
ÖÛ×YÌ>Ø´Ð	Ì>Ô&Ñ�ÍWÔ	à ÝEá ÍWÚ²Ô 	 ��Ë�æ �s×óà²×PÍWÚ¿ÑÍ�ÖÛÔôßL×YÒ�Ò�×2Ö Í>Ú²Ô Õ²ÙuÕ¿ÑYÒJåÁÌ>×YÍ>×oÐ	×¡Ò ��Ñ�ßeÍWÔ	Ì
Ð&×¡ÓÁÙuÍWÌuÕ²Ð	Í>Î�Ó²âRÑÿÓÁÔ	Í�×Yß

N2

Ó²Ô&Õ²Ìu×¡Ó²ÙÛÖ�Î¨ÍWÚ
p
ÙyÍW×¡ÌuÔ&à�å¿ÑÍ>ÍWÔ	Ì>Ó²Ù	ãÁÖ�Ô{Î�Ó²Î¨ÍWÎdÑ�Ò�Î �	Ô�ÍWÚ²ÔJÙuá7Ùyè

ÍWÔ	ä Î�Ó�×¡Ó²Ô{ÍWÚÁÔ&Ù>Ô�ä#Ô&ä#×¡Ì>ÎtÔ&Ù&ãÁÒ�Ô	Í
	 Ù�Ù>Ñ2á�Í>Ú²Ô
ν
è ÍWÚ�æ 	µÔ��7ÍAã¿Ö�Ô�ÒtÔ	Í�ÍWÚÁÔ�ÙyáoÙyÍWÔ	ä Ô%Ü¡×¡Ò¨Ü¡Ô

Õ²Ù>ÎtÓ²â#Ñ#ÙuÔ"!wÕ²Ô	ÓwÍ>ÎdÑYÒ(àÁÔ	ÍWÔ	Ì>ä#Î�Ó²ÎtÙuÍ>Î�ÐqàÁá7Ó¿Ñ�ä»ÎtÐ&Ù�â¡×2Ü¡Ô	Ì>Ó²Ô	àïÝEá�ÍWÚÁÔ�ÌuÕ²Ò�Ô�ã

Si(t + ∆t) =
Ù>Îtâ¡Ó

(hi(t))
Ö�ÎtÍWÚ

hi(t) =
N2∑

j 6=i

wij .

 � 

Õ²ÓEÍWÎtÒoÎ¨Í-Ì>Ô&ÑYÐ£Ú²Ô	ÙºÑqÙuÍ£ÑÍWÎ�×YÓ¿ÑYÌuá�ÌuÔ&â¡Îtä»Ô�ÑYÓ²àÿßLÌu×¡äçÍWÚ²Ô	Ó]×¡ÓÿÖÛÔ�ä#ÔAÑ�Ù>Õ²ÌuÔÛÍWÚ²Ô�ÍWÔ&ä#å:×¡ÌWÑYÒ
ÑAÜ¡Ô&Ì>ÑYâ¡Ô

m
×�ß�Í>Ú²Ô�×<ÜYÔ&ÌuÒdÑYå�×YßsÍWÚ²Ô�Ùuá7ÙyÍWÔ&ä Ö�Î¨ÍWÚ�ÍWÚ²Ô�å¿ÑÍ>ÍWÔ	Ì>Ó

ν
ã¿àÁÔ	Ï¿Ó²Ô	àôÑYÙ	ã

mν(t) =
1

N

N∑

i=1

s(t)ξν
i .
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ÑYå²åÁÌ>×EÑYÐ£ÚÁÔ&Ù Í>× ×YÓ²Ô 
 �&Ô	Ì>× �ã�Í>Ú²ÔHä»×¡ÌuÔöÙyÍ£ÑYÝÁÒ�Ô 
DÕ²ÓÁÙuÍ£Ñ�Ý²Ò�Ô �ÎtÙ�Í>Ú²Ô
Ð&×¡ÌuÌ>Ô	Ù>å:×¡Ó²à²ÎtÓ²âRÙuÍW×YÌ>Ô&à å¿Ñ�ÍuÍWÔ&ÌuÓ�æ

�GÔ]Ï¿ÌuÙuÍ�Ð	×¡ä»å²ÑYÌ>ÔÿÍ>Ú²ÔRå+Ô	ÌußL×¡Ìuä`ÑYÓÁÐ&Ôÿ×Yß@ÍWÚÁÔ 	 ��Ë ÓÁÔ	ÍmÖ�×¡Ì>ØôÖ�Î¨ÍWÚôÍWÚÁ×¡Ù>ÔR×¡ÝÁÍWÑYÎ�ÓÁÔ&à
Ö�ÎtÍ>Ú ÍWÚ²Ôô×YåÁÍWÎtä»Î.�AÑ�Í>Î�×¡Ó�å²Ì>ÕÁÓ²Î�Ó²âGå²Ì>×7Ð&Ô	Ù>Ù 
 � �%�Ñ�Ó²à Ö�ÎtÍ>Ú ÍWÚ²ÔôÌ>ÑYÓ²à²×Yä»Ò¨á ÕÁÒtÍWÌ>Ñ
à²Î�ÒtÕÁÍWÔ	à 
 � � � ]Ó²Ô%ÍmÖÛ×¡ÌuØwÙ&æ �mÓ ��Î�â²æ �ëÖÛÔ å²Ò�×YÍ

m �
�
 α = p/〈C〉
ßL×YÌ»Ó²Ô%ÍmÖÛ×YÌ>ØwÙ

×Yß
N2 = 20000

ÓÁÔ&Õ²Ìu×¡Ó²ÙÿÑ�Ó²àöÏ��oÔ	àPÐ&×¡ÓÁÓ²Ô&Ð%ÍWÎtÜ7Î¨Ímá
C = 20

æ 	µ×YÍWÔ]Í>Ú¿Ñ�Í�ÍWÚ²Ô#Ð&Õ²ÌyÜ¡Ô
Ð&×¡ÌuÌ>Ô	Ù>å:×¡Ó²à²ÎtÓ²âPÍW×þÍWÚÁÔ

NGA
Ú¿ÑYÙ�Ñ�Ó Î�Ó²Î¨ÍWÎdÑ�ÒµÌ>ÑYå²Îtà à²Ô&Ð&Ñ2áYã�Î�Ó²àÁÎ�ÐAÑÍWÎ�ÓÁâPÑPå:×o×¡ÌuÔ&Ì

Ý+Ô	Ú¿ÑAÜ7Î�×¡ÌqÍ>Ú¿ÑYÓ ÍWÚ¿ÑÍ�×¡Ý²Ù>Ô	ÌuÜYÔ&àGßL×¡ÌÍWÚ²Ô � � Ó²Ô	ÍmÖ�×¡Ì>ØwÙ�Ý²ÕÁÍ&ã�Ö�Ú¿Ñ�Í�ÎtÍ{ÎtÙ{Î�ä#å+×YÌuÍ£Ñ�ÓwÍ
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α �
? 5 �t§d E¥�¥i¢W���f¢W¥��£� #>°o¾�� 3 �t§d E¥�¥+���� 7¤&�f�£�6#�¤&�w�
	���� �t§� E¥�¥i�m�m�¨¤&�E³2¥��£�6#>·Á�D��¤&¥�¥+�m�w�J¢�¤A�f�£���m�w�
�mª¡�m�f�W¦ �m��¹��J¤&�w�`�m�w�J¢£�A�E�w�£¢W�m��©�����ª`¤&�f�

N2 = 10000
¤&�w�

C = 20
�f�£�m®²�£¢W�m��©<�W¥�ª<·d2w�A�Û�m�w�

¾�� 3´¢�¤A�f���m�w�����E���m�¨¤&¥��w�W�����A�m�]�7¤A�
N1 = 50

�w�W E�f�A�w��·
Ú²Ô&ÌuÔ»Í>× Ú²Îtâ¡Ú²ÒtÎ�â¡ÚEÍ{ÎtÙ�Í>Ú²Ô#ßDÑ�Ð	Í�ÍWÚ¿Ñ�Í�Î¨Í�Ò�ÑYÌ>âYÔ&ÒtáïÎ�ä#å²Ì>×2ÜYÔ&Ù�ÍWÚ²Ô»å+Ô	ÌußL×¡Ìuä`ÑYÓÁÐ&ÔR×YßÛÍ>Ú²Ô
ÌWÑYÓÁà²×¡ä � ��� Ó²Ô%ÍmÖÛ×YÌ>Ø�æ �¿Õ²ÌyÍWÚ²Ô	Ì>ä#×¡Ì>Ô�ã�ÍWÚ²ÔHà²Ô&Ð&ÑAá ×�ß

m(α)
Ù>Ô&Ô	ä»Ù�ÍW× Ý+ÔHÙ>Òt×<Ö

Ô&Ó²×YÕ²â¡ÚôÍW×`â¡Õ¿ÑYÌ>ÑYÓEÍmá�Í>Ú¿Ñ�ÍqÍ>Ú²Ô}ä#×7à²Ô&ÒsÐAÑYÓïÌ>Ô	Í>Ì>ÎtÔ	Ü¡Ô�ÍWÚ²ÔÿÙyÍW×¡Ì>ÑYâ¡Ô�å¿Ñ�Í>Í>Ô&ÌuÓ²ÙJßL×¡ÌJÑYÓEá
Ï¿Ó²Î¨ÍWÔ�Ü�ÑYÒtÕ²Ô�×Yß

α
ã�ÍWÚ²×YÕ²â¡ÚïÖ�Î¨ÍWÚôÑ»å+×7×¡ÌµÒ�×EÑYà å¿ÑYÌ>ÑYä»Ô%ÍWÔ	Ì

m
æ,��Ú²Ôÿå:Ô&ÌußL×YÌ>ä»ÑYÓ²Ð&Ô�×Yß

ÍWÚ²Ô
	 �{Ë Î�ÙÑYÒtÙ>×�å:×o×YÌ>Ô&Ì�ÍWÚ²ÑYÓôÍWÚ¿ÑÍq×¡Ý²ÙuÔ&ÌyÜ¡Ô&à Ö�Ú²Ô	Ó�ã�ÑßeÍWÔ&ÌÐ&ÌuÔAÑ�Í>Î�Ó²â�Ñ # ÑYÌWÑ�Ý��YÙ>Î&�
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